STICHTING MR
Tl
MATHEMATISCH CENTRUM up
2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

AFDELING ZUIVERE WISKUNDE

ZWA 1966-4

(Syllabus van een interne voordracht)

Een toepassing van de theorie der Banach-algebra's

in de klassieke Fourier-analyse

door

J. van de Lune

November 1966

CEPTAL




The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the 1ith of February, 1946,
is a non-profit institution aiming at the promotion of pure mathematics and
its applications, and is sponsored by the Netherlands Government through the
Netherlands Organization for the Advancement of Pure Research (Z.W,0,) and
the Central Organization for Applied Scientific Research in the Netherlands
(T.N.O.), by the Municipality of Amsterdam and by several industries.



Een toepassing van de theorie der Banach—algebwéks;in de klassieke

Fourier-analyse

0. Inleiding

Het doel van. deze voordracht .is, met behulp van .de theorie der
maximale idealen in Banach-algebra's, een modern bewijs te geven

van de volgende stelling van N. Wiener:

Is de funktie f: R + € te ontwikkelen in een absoluut convergente

Fourier-reeks

Teo int ’ Teo
Z a e (aneC; Z 'an] < ),

= =m0

f(t) =

en is f£(t) # O voor elke t €R, dan kan ook de funktie %: R -~>¢
Ty _ 1 : o |
(met f(t) = ETET) worden ontwikkeld in een absoluut convergente

Fourier-reeks

400 . 4o
1 int

1. Definitie 1.1. De verzameling X heet een algebra (over het lichaam ()

indien

(i) X een lineaire -ruimte is (over €),
(ii) X een ring is, met de vectoroptelling als opteloperatie,
(iid) voor elke o &€ en alle x,y&X geldt

a(x + y) = (ax) «y = x + (ay).

Definitie 1.2. De algebra X heet een genormeerde algebra indien

(i) X, als lineaire ruimte.over €, genormeerd is} d.w.z. op X is
een redelwaardige funktie ||x]|| gedefinigerd met de volgende

eigenschappen

xll =0 <= x=0

[+ y11 < [=l] + [lyl]

lfoxl] = lal » [1x]|  (aet; xex),
Gzl ] - ]




Definitie 1.3. De genormeerde algebra X heet een Banach-algebra indien

X, als genormeerde lineaire ruimte over €, volledig is; d.w.z. bij

elke rij {Xn}:=1 in X, met de eigenschap
(Ve>0)(d Nem)(nm > W == [|x - x[[ <e),

bestaat een x,e X, zodanig dat

0
(Ve > 0)(3 Yem)(n > N == |[x_ - x,|| < ¢).

Anders gezegd: Een Banach-algebra X is een genormeerde algebra, waarin

elke Cauchy-rij convergeert (naar een punt van X).

Stelling 1.1. In een genormeerde algebra zijn de optelling, de ring-

vermenigvuldiging en de scalaire vermenigvuldiging continue operaties. ©

Bewijs:

(1) Gy +y) = ey + v )] = (= = %) + (v - 5)]] <
2 g = m |+ Hyy = vl < e

zodra Hx1 - xgll <-§ en Hy1 - y2|| < %g we hebben hier dus

zelfs uniforme continulteit.
(13) [lx -y =%y vgll =[x e y-xcyg+x-yy-x°v,ll =
= lx(y = yg) + (x - %) =y ll < x|l - [ly - wl] +

lx = xol] - Iyl <

€
zodra ||x - x| < 2(Tlyo [T+ 1)

€

en |IY"Yol|< £
2 ol |+ T
(iii) ||ox - a0x0[| = [|ox - axy + axg - aoxoll-i
< laf x = x| # la = agl lxl] < e

[
zodra |0!, - aol < 2(I|XOII T 1)

£

en lx - x0| < -

2|a0| + A



Definitie 1.4. In een algebra X met eenheidselement e geven we de

verzameling van alle eenheden (= inverteerbare elementen) aan met

de letter U:

y dgf [xeX | er bestaat in X een x| zodanig dat xox—1=x-1°x=e}.

- Stelling 1.2. Zij X een Banach-algebra. met- eenheidselement e; is

||x - e|] <1, dan is-xeU, terwijl
-1 v n
x =e+ ) (e-x)"
n=1
Bewijs:

We tonen eerst aan dat.genoemde reeks convergeert. Zij

Hx—eH =k < 1; de rij

N
SN = e + Z (e - x)n is een Cauchy-rij in X
n=1
N+p N+p
wegens: [[sp -8 |l =[] [ (e-x)"l2 [ [le-x"]cg
Mp N n=N+1 n=N+1
N+p "o ' N+1
< Uoxts ] kn=11‘_k >0 als N+ «,
n=N+1 =N+1

Omdat X volledig is convergeert SI\I dus naar een punt X =e+ Z (e-x)ne X.
n=1

Men gaat nu gemakkelijk na dat

x o x = fe-(e-x)e+ } (e-x)=e
n=1
en X cx=e, zodat X | =e + To(e - x)M.
n=1

Opmerking. Een nodige en voldognde voorwaarde voor de convergentie van

de reeks ) x" is: 1im ||xn| |® < 1 (deze limiet bestaat voor elke x&X).
n=1 n-rw

- Op grond hiervan -kunnen fweqtellingf 1.2 verscherpen tot:

lim |[[(x - )] <1 == xeU.
nw L3



Stelling 1.3. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e.

Is &€, A # 0 en ||x|| < |A| dan is x - e €U met

-n-1 n 0 def
x (x = e)

(re - x)_1 = A

I ~18

n=0

Bewijs:

Het is gemakkelijk in te zien dat, als & een eenheid is, ook -a en oa
(0e€;0#0) eenheden zijn. Het is dus voldoende aan te tonen dat

e - 1_1X een eenheid is; dit volgt evenwel met behulp van stelling 1.2

onmiddellijk udit

e = (e - 2] = 1]+ (1)) = HEL <

Nu geldt dus

(re = x)_1 = A_1(e - A-1x)_l A—1{e + E (e = (e - A—1x))n} =
n=1

N P e S D WL
=1 n=0

Stelling 1.4. In een genormeerde algebra X met eenheidselement e is U

een open verzameling.

Bewijs:

Zij X, een willekeurig punt uit U en beschouw alle x&€X met

1

|]x - xo|| < 3 we zullen aantonen dat deze bol om x. geheel

- 0
e
tot U behoort.
x ex = ell = lx =% =xy «x ] = [[(x=x) « x| =
0 0 0 0 0 0 =
< lx=-x0] - [ <1 = x:x'ev
= 0 0 0 °

Aangezien de eenheden in een ring een groep vormen en 0ok xos;U,

is ook (x - x(_)l) * Xy = xeU., Met X behoort dus de (open) bol

| |x - x0|| < 1 11 tot U, zodat U een open verzameling is.
s| | X
0

&



Stelling 1.5. Is X een Banach-algebra met eenheidselement e dan is de

afbeelding f: U ~ U met: f(x) = %] continu.

Bewljs:

Zij X,€ U; beperken we x€U tot [x - xol | < —I-l—-}ﬂ-—" dan is
X
0

-1

[ag"  x = el = g G- xgd ] < 1] e [ = g ] < 1

X)"1 - Xf]_o one 4 z (e . X61 © X)n
n=1

waaruit volgt dat

{*2]

" > xy = el ) IE

IXO = XHn =

_ HXB”"HXO'XH‘ >0 als ||x. - x|| > 0.
1= G e Txg - x| °

Met behulp hiervan is het bewijs gemakkelijk af te ronden:

-1

= oG = T e xy - o] 2

-1 -1
s e xg=ell - Il ] 0 als [[x, - x|| > o.

2. Definitie 2.1. Zij X een algebra met eenheidselement e en zij xe€X;

onder het- spectrum o(x) van x verstaan we de verzameling van alle com-

blexe getallen A waarvoor x - Ae niet inverteerbaar is:

o(x) = { &€ | x = re & U},

Bij het bewijs van de stelling dat voor elke x €X het spectrum o(x) niet

leeg is zullen we: gebruik maken.van de volgende



Stelling 2.1. (Hahn-Banach-Bohnenblust-Sobszyk-Suchomlinov)

Zij X een lineaire ruimte over € en.p een halfgorm op X.

Is X0 een lineaire deelruimte van X en fO:

funktionaal op X, zodanig dat - lfo(x)l < p(x) voor elke x €X, dan

XO. + € een lineaire

bestaat er een lineaire funktionaal.f:. X + C zodanig dat
(i) f£(x) =,.fo(x) voor elke x €X,
(ii) |f(x)] 2. p(x) voor elke xeX.

Opmerkingen.
p: X >R heet een halfnorm op X indien

(1) plx+y) 2 p(x)+ply)
(i1) p{rx) = |A| p(x) voor elke r&C.
Hieruit kan men afleiden dat p(x) > 0 op geheel X.

De afbeelding f‘O: X, * C heet een linegire funktionaal op Xo indien

f(Ax + puy) = Af(x) + uf(y) voor alle A,u&l en alle X,y X,
Voor het bewijs van deze stelling verwijzen we naar de appendix.

Stelling 2.2. Zij X een genormeerde lineaire ruimte over C,

x,eX, x # 0; dan bestaat er een continue lineaire funktionaal f

op X zodanig dat f(xo) = 1.

Opmerking.
De lineaire funktionaal. f op X heet begrensd indien |f(x)]| <X - ||x]|]
voor elke x €X en zekere constante K > O. Een lineaire funktionaal f

is dan en slechts dan continu als f begrensd is.

Bewijs:

Definiéer de begrensde. funktionaal f, op het lineaire omhulsel H{xo}
van x, als volgt



dan is aan alle voorwaarden van stelling 2.1 voldaan, zodat we kuﬁhen

zeggen dat er op X-een lineaire funktionaal f bestaat zodanig dat
(1)  £(x) = fo(x) voor elke er{xO}
(i1) |f(x)| < p(x) voor elke xeX.

We tonen nog aan dat-deze f begrensd (en dus--continu).is: voor elke

xeX is

< A
lf(X)l X plx) IERE ||XOH | x|

0
waaruit volgt dat f begrensd is.
“Verder is het duidelijk dat f’(xo) = 1.

Definitie 2.2. Zij G een open puntverzameling in het: complexe vliak,

X een Banach-ruimte en . f.een afbeelding van G + X.
De afbeelding f: G - X heet analytisch in het punt Ag€ G met als afgeleide
: f'(AO)eX indien

(Ve > 0)(T sem(r-ag] <6 =[]0 =27 (£1) - 203 )) +
f heet analytisch op G als f analytisch:is in elk punt van G.

‘Opmerking.

Een analytische afbeelding is continu.

Stelling 2.3. X zij een Banach~ruimte.

Is f: G » X analytisch op G ¢ € en is ¢: X #» € een
begrensde lineaire funktionaal dan is ¢f: € > @, met (¢Ff)(r) = ¢(f(2)),
een complex-waardige analytische funktie op G, met als afgeleide funktie

o (£ (X)),
Bew_ijs:

(h = 2)TH{(6£)N) = (65)(1 )} =

(= 20 Hol2(0)) = oA )} =

{0 = 1)) = 2O N} > o(21 (M)

als A - Ags Wegens de begrensdheid (= continuiteit) van ¢.



Stelling 2.4. Is de afbeelding f: € - X analytisch en begrensd (d.w.z.

[|£(2)|| = K voor zekere constante K), dan.is f een constante (in X).

Bewijs:

7Zij ¢ een willekeurige begrensde funktionaal op X; dan is

(o) (M) ] = JesON] =k, « [t || 2k, - K.

De gehele funktie ¢(f(A)) is dus begrensd,. zodat volgens Liouville
¢(f(X)) constant is op C:

$(£(1)) = ceC.

Dus : o(£(x)) = ¢(£(2,)) voor alle A ,1,&C;

omdat ¢ lineair is kunnen we ook schrijven

o{e(x) - £(1,)} = 0;

aangezien ¢ een willekeurige begrensde lineaire funktionaal is op X,
. moet wegens stelling 2.2 wel gelden dat f(k1) - f(>\2) = 0, of
f(A,I) = f(}\z) voor alle A1,A26(E. Gevolg: f is constant op C.
Stelling 2.5. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e.
~Is de afbeelding f: G + U analytisch dan is ook h: G » U met

n(x) = (£(A))" analytisch op G.

Bewijs:
(= 27 ) =m0 = (= 2 )T - (eO N7 =

]

(= A7 T2 - 2O =

(OO = 22 0y) - 2ONHEON s

op grond van de stellingen 1.1 en 1.4 volgt hieruit dat h analytisch

is met
() = - (£ N7 - () - (£ )T

Stelling 2.6. Is X een Banach-ruimte met eenheidselement e, dan is

voor elke x €X het spectrum o(x) niet leeg.

&



Bewijs:

Onderstel o(x) = ¢ <==> x - Ae&U voor elke Ae&l. De afbeelding

f: ¢ > Umet £f(X) = x - Xe is analytisch met f'(A) = -e, zodat volgens
de vorige stelling. ook de afbeelding h: ¢ > U met h(A) = (x - Ae)—1
analytisch is op geheel €. Men gaat gemakkelijk na dat

[(x - re) ™ [| 0 woor |A] + =.
De afbeelding h is dus analytisch en begrensd op € met als gevolg
dat h volgens stelling 2.4 constant is:

(x - Ae)'-‘I =cel.

Uit het voorgaande volgt dat c wel gelijk aan 0&X moet zijn, maar
dit is niet mogelijk wegens O & U. We komen dus tot een tegenspraak.

Conclusie: o(x) # ¢.

Stelling 2.7. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e, terwijl

elke x €X, behalve x = 0, inverteerbaar is (X is dus een lichaam);
dan bestaat het spectrum o(x) voor elke xeX uit precies één A = A(x)e €

en elke x&X is te schrijven als x = A(x) * e.
Bewijs:
o(x) is niet leeg volgens de vorige stelling; is Aeo(x) dan is

X - Ae niet inverteerbaar, zodat wel moet gelden x - Ae = 0 of

X = Ae,

Het is verder duidelijk dat A_]e = Aee ==> A, = Aps zodat o(x) precies
&én A = A(x)e bevat.

Opmerking. Is |le|| = 1 dan volgt uit stelling 2.7 dat X en € isometrisch

isomorf zijn.

3. Definitie 3.1. Zij X een commutatieve algebra over € en I een deel-

verzameling van X; dan heet I een ideaal van X indien

(i) I een lineaire deelruimte is van X

(ii) a el

& xeX } ==> a ° XéIc
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Het ideaal I van X heet een eigenlijk ideaal van X als I # {O} en
I#X '

Het eigenlijke ideaal M van X heet een maximaal ideasl van X als M

in geen enkel eigenlijk ideaal eigenlijk bevat is; d.w.z. geldt voor

zeker ideaal I,MCI dan volgt dasruit OfF I = M of I = X.

Stelling 3.1. Is I een eigenlijk ideaal in de commutatieve genormeerde

algebra X met eenheidselement e, dan is ook de afsluiting I van I in X

een eigenlijk ideaal van X.

Bewijs:

o . o ey : o o ° o o J‘ < oo
(i) Zi13n xo,yog-I, dan z1Jn er 1n I twee rijen an}n=1 en {yn}n=1
zodanig dat lim X, = X5 en 1im Y, T Vo

n-e n->e
I is een idesal, zodat voor alle A,ueC geldt

Axn + uyneI.

We tonen aan dat }\xo + pyo é_I-;

[T+ wyg) = Qg+ DI < ] o =g = = 1T+ ul -+ [lyy - 5,11 >0
als n > «,

I is dus een lineaire deelruimte van X.

(ii) 2zij xoe-f, {xn};o:‘l een rij in I met lim X, =X, en xe&X; dan is
. Srac el
Xn * x €l. Wegens &

[xg @ x ==+ x|l = [[(xg - x) = x|] = ||x

als n » o«

is ook Xy ° xel.

(iii) Nu nog aan te tonen dat I een eigenlijk ideaal is. Men gaat
gemakkelijk na dat een eigenlijk ideaal I geen enkel element uit U
bevat; dus I<US. Wegens stelling 1.4 is U gesloten, zodat IcU .
Wegens e & U° kunnen we concluderen dat e & T, waaruit volgt dat T
een eigen:}.ijk ideaal is.

Een direct gevolg hiervan is

&
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Stelling 3.2. In een commutatieve genormeerde algebra X met eenheids-

element e is elk maximaal ideaal M gesloten; M = M.

Stelling 3.3. Is X een commutatieve Banach-algebra met eenheidselement

e, en M een maximaal ideaal in X, dan is de factor algebra X/M eveneens

een commutatieve Banach-algebra met eenheidselement.
Bewijs:
X/M wordt een commutatieve algebra met eenheidselement door te
definiéren
(1) (x+M+ (y+M=(x+y)+M
(i1) Mx + M) =xx+M (Ael; xe&X)
(iii) (x + M) * (y +M) =x *y + M
Op X/M wordt als volgt een norm gedefiniferd

[x + ]| %€% ine |[x - z]].
z&M

We gaan na of dit inderdaad een norm is op X/M;

(1) [[x + M[| =0 <==> inf ||x - z|| =0 <==>
zeM

<==> xeM =M <==> x+M=M (= 0e&Xx/M)

(1) [z +m) + (y+M)|] = |[(x +y) + M| =
=inf ||x +y - z|| =inf [(x - 21) + (y - Z2)'|=;
zeM Z,ZeéM
1
it Qlx-a ]+ ine lly = ol =[x+ ul] + [y + |
z1eM ZzeM ‘

(iii) is A = 0 dan is het duidelijk dat |[A(x + M)|] =
[X] [lx + M| |5v00r A # 0 geldt |[a(x + M| =

[z + m|| = inf |Px - z|| = [A] ing ||x - 2" T2|| =
ZEM zeM

Al =+ v

®

Tenslotte tonen we nog aan dat X/M volledig is. 7ij {xn + M}:_1 een

Cauchy-rij in X/M; dan is bij elk natuurlijk getal een index n, te

vinden zodanig dat
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1 .
||(xnk + M) - (xj + M) || <-;E voor alle j > n

(we kunnen het zo inrichten dat nk+1 > nk).

Kiezen we 1in de klasse X + M het element.a1 =x dan is er in
1 1

xn + M zeker een element a2E=X te vinden met de eigenschap
1

||a1 - aéll < 5 3 vervolgens bevat - x_ + M zeker een element a. met de

2 W 3
eigenschap lla2 - a.|| < l—*. Zo dooréaande vinden we dat x + M een
3 22 .
. 1
element ay bevat zodanig dat [Iak - ak_1l| < ;E:T s €nz.
We definiéren nu
Xy =&, + (a2 - a1) + (a3 - a2) + oeee 3
het is eenvoudig in te zien dat deze reeks convergeert.
Nu is
||(xnk + M) - (xo + M)|]| = ]I(xnk - xo) + M|| =
=inf ||x_ - x, - z|| =inf |[(x. =-2) - x.|| <
zeM Pk 0 z&M "k 0
s Hak_ Xoll y Hak'*"i _ak_'l + Ilak+2_ak+1|| toees <
1 1 1
< = + + e = + 0 als k » «,
2k 2k+1 2k—1
De Cauchy-ri] {xn + M};;_1 bevat dus een convergente deelri] {xn + M};=,I

k

met als gevolg dat {xn + M} zelf convergent is.

oo
‘ n=1
In X/M speelt de klasse e + M de rol van het eenheidselement.

Stelling 3.4. Uit de moderne algebra is bekend dat X/M een lichsam is,

zodra M een maximaal ideaal is in de commutatieve ring X met eenheids~
element e. In aansluiting op stelling 3.3 kunnen we op grond van
stelling 2.7 dus zeggen dat elk element x + M&X/M te schrijven is als
x + M= 2xx,M)(e + M).



13

De scalar A(x,M) heeft de volgende eigenschappen

(i) Mx +y, M) = AM(x,M) + A(y,M)
(ii) Aax,M) = ar(x,M)

(1i1)  A(x ° 3, M) = A (x,M) * A(y,M)
(iv) Ale,M) = 1

(v) AMx,M) =0 <==> x&M
(vi) (x| 2 [Ix]] (als [|e]]| = 1)
Bewi]js:

(i) (x+y)+M=(x+M) + (y +M)
dus: Mx + y, M)(e + M) = A(x,M)(e + M) + A(y,M)(e + M)
zodat A(x +y , M) = x(x,M) + A(y,M)

(ii) analoog
(iii) analoog

(iv) e + M = A(e,M)(e + M) ==> i(e,M)

It
—

(v)  AMx,M) =0 <==> x+M=o(e+M) =M <==> xeM

(vi) x+ M = A(x,M)(e + M)

dus ||x + M|| = [A(x,M)]| + ||e + M|,
Het is duidelijk dat ||x + M[]| < |[x[] en [[e + M|[ < []e|| = 1;
we zijn dus klaar als we kunnen aantonen dat ||e + M|| = 1. Onderstel

[le + M|] < 13
e + M|| <1 == AneM: |le -m|| <1 == (zie stelling 1.2) m&U
==> M is geen maximaal ideaal.

= 1.

Conclusie: lle + M|

Gevolg: [A(x,M)| < ||x]

L. Definitie 4.1. De verzameling S heet partiel geordend indien op S

een relatie R gedefinierd is met de volgende eigenschappen

(i) aRa voor alle a &S

(i1) aRb
. bRa == g = b



h

(1ii) aRD g
bR o == aRec.
De relatie R geven we meestal aan met het teken <.

Een deelverzameling K van .S heet een keten .als elk-tweetal elementen
ven K onderling vergelijkbaar is; d.w.z. (a,b&K) ==> (a <b &f

b<a)

Een element a &S5 heet een maximaal element indien uit a < s (voor

zekere s€S) volgt s = a.

Anders gezegd: a &S heet een maximaal element als voor geen enkele

seS geldt: a < s, a # S.

De partiéle ordening < op S heet inductief indien bij elke keten K

in S een a €S bestaat zodanig dat k < a voor alle k€K (d.w.z. K
heeft in S een bovengrens).

In het vervolg zullen we een enkele maal gebruik maken van het met het

keuzeaxiomsa equivalente

Lemma van Zorn. Is de parti€le ordening < inductief op S # @, dan

bestaat er bij elk element s &S een maximaal element s*eS met de
eigenschap s < s,
Anders geformuleerd: Heeft elke keten in S een bovengrens in S dan ligt

boven elke s&S een maximaal element s*eS.

Stelling L4.1. 7Zij x.een niet-inverteerbaar element van de algebra X

met eenheidselement e; dan is

def
(x) °5% {xy | yex}
een eigenlijk ideaal van X dat x als element bevat.
Bewijs:

(1) x1,x2e(x) ==> X, =Xy, enx,=x*y, voor zekere

. + = = @ @ =
V1s9o€X5 Ay, + wy, €X > xOyy +Ay,) = Ax o0y, +oux Y5
= qu + }\xze(x).

(ii) x, e(x) == X, =X ¥ is y&€X, dan is X, ry=x- (y1 > y)e(x).
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(iii) e & (x), want anders zou er in X een y bestaan zodanig dat
X *y = e. Dit zou in tegenspraak zijn.met x € U. Gevolg:

(x) is een eigenlijk ideaal.

(iv) e€X ==> x * e = x &(x).

Opmerking.

Elk niet-inverteerbaar element x €X is dus bevat in minstens een

eigenlijk ideaal.

Stelling L.2. 7Zij. X een commutatieve algebra.met. eenheidselement e

~en I een eigenlijk ideaal van.X; dan bestaat .er in X een maximaal

ideaal M dat I omvat.

Bewijs:
Zij 8 de verzameling van alle eigenlijke idealen die I omvatten; op

S kunnen we als volgt een parti&le ordening definiéren

I, 21, <= I cIL,.

Zij K = {Ia}a=A een lineair geordende deelverzameling (= keten) van S;
we tonen aan dat K in S een bovengrens heeft.

Definiéer f* = \) Ia'
GEA

Nu is in het algemeen de vereniging van een stelsel idealen ‘geen ideaal,
maar omdat K lineair geordend is door inclusie kunnen we in dit geval
wel zeggen dat T" een idesal is.

T* is een eigenlijk ideaal omdat e & I*, wegens e & Ia voor elke a&A,
Het is duidelijk dat I €I . Gevolg: I €S. Flke keten in S heeft dus
een bovengrens in S. De parti8le ordening < is dus inductief op S,

zodat volgens het lerma van Zorn boven elk element van S een maximaal
element ligt. Zo'n maximaal element moet wel een maximaal ideaal zijn

dat I omvat.

Stelling 4.3. Bij elke.x ¢ U bestaat een maximasal ideasl M zodanig dat
x €M.

Bewijs:

Dit is een direct gevolg van de stellingen L.1 en L.2.

&
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5. We gaan nu over tot het bewijs van de in paragraaf 0 genoemde

stelling van Wiener.

W z1j de klasse van alle funkties f:IR -~ € die ontwikkelbaar zijn in

een absoluut convergente Fourier reeks

+o0 . +oo0
W={f:R~>¢| f£t)= ] anelnté [ lagl < =)

=we CO n:-oo
Met de gebruikelijke puntsgewijze optelling en vermenigvuldiging van
funkties is W een commutatieve algebra met eenheidselement e: R - €
§ ! met e(t) = 1 voor alle t&R.

W kan als volgt genormeerd worden:

4o .
Is £(t) = Z anelnteLW dan defini&ren we
n:-oo
00
el = 1 o,
n:..oo

Men gaat gemakkelijk na dat W nu een genormeerde algebra is in de
zin van definitie 1.2.

We tonen aan dat W een Banach-algebra is. Zi] {fn}: een Cauchy-ri]

=1
in W; dan 1is

w int 1 int
e = e ll =110 oe™ = [ o ™| =
NE—o 1==—c0
+oo
= 7 Iakn - alnl < ¢ zodra k,1 > N(e).
n=-c

Voor elke vaste n geldt dus ook dat

o < ¢ zodra k,1 > N(e);

qun - ln|

daar ¢ volledig is, is voor elke n de riJ {a }w dus convergent;

: def mn =1
lim o = .
mn n
m->oo
+o0 +M
Wegens | Iakn - a, | < € woor k,1 > N(e) geldt ook ) |ukn—aln|<e
[} T 0 n==N

zodra k,1 > N(e) .
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Maken we achtereenvolgens. de.limietovergangen 1 + ©, M + ©, N + o dan
vinden we

oo
) !akn —.ocn] L € zodra k > N(e).

Tem OO

oo .
Als we kunnen .aantonen.dat :de.funktie f met £(t) = ) ocnelnt tot W
1) 35 00
behoort, dan is hiermee bewezen dat W volledig is.
400
Dat ) lo | < = blijkt uit
N
+M +I +oo
Z Ianl = z lan - uknl + Z laknl <
n=-M n=- n=~o
4o
e+ ) |cxn]<°°alsk>N(€).

k

s OO

7iJ toe.[O,Eﬂ); het is duidelijk dat alle elementen f van W die in to

de waarde O aannemen een ideaal It vormen in W. We zullen laten zien
dat dit ideaal maximaal is. 0
Indien It niet maximaal is, dan bestaat er een funktie woew zodanig

dat wo(tos) # 0 terwijl het ideaal H, dat wordt opgespannen door I,

en w, een eigenlijk ideasal is. Zij w nu een willekeurig element ValQl W3

"we kunnen dan schrijven

W(to) W(‘to)
w(t) = 0] v (t) + {w(t) - mwo(t)}

waarbij in het rechterlid de eerste term een veelvoud is van wo(t)

en de tweede term een element is wvan It . Voor elke w&W geldt dus:
WéHO. Mgar dit is niet mogelijk omdat 80 een eigenlijk ideaal is.
Conclusie: Ito is een-maximaal ideaal.

We gaan na of W andere maximale idealen heeft.

ZiJ MO een maximaal ideaal van W; nemen we x €W zodanig dat

x(t) = ett dan is
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M) | s x| = [1eF]] =
en DG < KT = [T =

met als gevolg IA(x,MO)! = 1; Bij elk maximaal ideaal M, bestaat dus
een to 6[0,211) zodanig dat
it

0
)\(xaMO) = e o
n into .
Hieruit volgt A x ,MO) = e voor elke ne1Z,
zodat, volgens stelling 3,
+I n +I into
) o X ,MO) =} ae .
n=-M n=-M
™ 1nt
7ij mu weW, w(t) = ) Wnel 3 schrijven we
TS 0O
+N .
, int
SM,N = _Z_ w_e
n._—
dan geldt
-;N into
of ) W, e - A(w, Mo)l < HSM,N - wll,
n=-M
zodat, wegens ||8 - w|| > 0 voor M,N + «,
M, N

40 into
A(W,MO) = Z v e .

e OO

We weten dat: weM, <==> A(W,MO) = 0.,

0

M, bevat dus juist die elementen w &W waarvoor W('t'o) = 0. Conclusie:

Alle maximale idealen van W zijn gefixeerd.
7Zij tenslotte f&W, met f(t) # O voor elke t &R; het is dan volgens het

voorgaande onmogelijk dat f element is van enig maximaal ide€aal van W:

&
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f €M voor elk maximaal ideaal van W.

f moet dan wel inverteerbaar zijn, want elk niet-inverteerbaar element
ligt in minstens &én maximeal ideaal volgens stelling L.

Conclusie: Is f&W met f(t) # 0, dan is f inverteerbaar; d.w.z.

1

?ew
o0 . +o
of L = ) B elnt met B &4 en Z ]B l < o,
f(t) né—w n n e D
Appendix

Stelling A.1. Zij X een lineaire ruimte over R en ‘XO een lineaire

deelruimte van X; is p(x) een sublineaire funktie op X (dew.z.

(1) plx+y) <p(x) +ply), (i1) p(Ax) = Ap(x) voor A > 0) en £,
een (reéle) lineaire funktionaal op XO zodanig dat

f(x) £ p(x) op X,

en is X é.XO, dan bestaat er op X, ® H{xo} een lineaire funktionaal f

met de volgende eigenschappen:
(i) f(x) = To(x) op X
(i1)  f£(x) 2 p(x) op Xy ® H{x,}.
Bewijs:
Zij yEX, ® H{XO}; dan is y ondubbelzinnig te schrijven als

y = x +ax, (xeXO; a€R).

Als f bestaat, dan zal zeker moeten gelden

fly) = f(x) + ocf(xo) = f(x) + o * c;

we moeten nu ¢ zodanig bepalen dat f voldoet aan

f(y) < p(y) voor alle yEX, ® H{xo},
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(1)

Is a > 0 dan is dit gelijkwaardig met

(ii)
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o)

fo(x) + ac < p(x + ax
O.

oc < p(x .+ axo) - fo(x) voor alle x eX

c ;p(oc—1x +xq) - fo(oc_1x)

<plz + xo) - fo(z) voor alle z&Xj.

of

Is o < 0 dan moet voldaan zijn aan

> o p(x + ax ) - a7l (x) =

—p(—a-1x -x)-f (a_Tx)
0 0

~-p(-u - XO) - fo(u) voor alle ueX

of 0°

Voor alle u,z&XO moet dus gelden
~-p(=-u - xo) - fo(u) e <plz + xo) - fo(z).

De gezochte constante bestast dus zeker als
z&XO

{-p(-u - xy) - f‘o(u)} < inf {p(z + x,) - f‘o(z)}.

sup
ueXO

Voor alle u,zeXO geldt
-u) 2plz -u) =

= fo(z
<p(z + x5) + p(-u - x,)

- fo(z)s

fo(z) - fo(u)
—u—xo)

= plz + x,
(u) £ plz + x4)

-p(-u - xO) - £,

zodat

gevolg
zé:XO

met als
{-p(-u - xo) - fo(u)} < inf {p(z + XO) - fo(z)}.

sup
uéXO ’
De gezochte constante bestaat dus en de funktionaal f met f(x + axo) =

= f(})(x) + a * ¢ voldoet aan de gestelde eisen.
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Stelling A.2. (HAHN-BANACH). Onder dezelfde voorwassrden als in

stelling A.1 kan,fo worden voortgezet tot een lineaire funktionaal f

op geheel X zodanig dat
(1) f(x) = fo(x) op X,

(ii) f(x).< p(x) op geheel X.

Bewijs:
Zij H de verzameling. van alle voortzettingen h wvan fo met de eigen-

schap
h(x) 2 p(x)

voor alle x uit de lineaire deelruimte van X waarop h: gedefiniéerd is.
We kunnen op H als volgt een parti&le ordening aanbrengen: h1 ;:hg

indien’he‘een uitbreiding is van h1
Nu is elke keten in H naar boven begrensd; zij n.l. {hu}aeﬂeen keten
in H en.zij’ha gedefini€erd op de lineaire deelruimte Xu van X;
definiéren we: op de lineaire deelruimte ¢ = UJ Xa de funktie g als

volgt €A

g(x) = hy(x) als xéXY

dan is g een lineaire funktionaal op G die een uitbreiding is wvan elke
ha’ terwijl bovendien g(x) = hY(X) < p(x).

De ingevoerde parti&le ordening is dus inductief, zodat volgens het
lemma van Zorn boven fo een maximasl element f van H ligt. Onderstel
dat deze f gedefiniferd is op de lineaire deelruimte Xf van X terwijl
Xf # X. Volgens stelling A.1 kan f dan worden uitgebreid tot op een
Xf omvattende deelruimte, hetgeen in strijd zou zijn met de maximali-
teit van f.

Conclusie: De lineaire funktionaal f is dus, als voortzetting van f _,

0
gedefini&erd op geheel X, en voldoet aan f(x) < p(x) op geheel X.
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Stelling A.3. (HAHN-BANACH-BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUCHOMLINOV).

7ij X een lineaire ruimte over € en p(x) een halfnorm op X. Is X,
een lineaire deelruimte van X met daarop een (complexe) lineaire

furiktionaal fO zodanig dat

|f0(x)| < p(x) voor alle x€Xy,

dan bestaat er een complexe lineaire funktionaal f op geheel X met de

volgende eigenschappen:

(i) f(x) = fo(x) op X,

(ii)  |f(x)| = p(x) op geheel X.

Bewijs:

7Zij g een lineaire funktionaal op X:

&(x) = g, (x) + ig,(x) met g (x),g,(x)eR.

Het is gemakkelijk in te zlen dat g, en g, dan reéle lineaire funktio-

nalen zijn op X, indien X opgevat wordt als lineaire ruimte over IR.

Verder is g (ix) = g,l(ix) + igz(ix)
en ig(x) = -g,(x) + ig,(x)
waaruit volgt g2(x) = —g1(ix)voor elke x€X.

def

De stelling is dus bewezen als we f =" Re fo kunnen voortzetten

01
tot op geheel X.

Mu is fO‘I(x) S Ifo(x)l < plx),

zodat volgens stelling A.2 voortgezet kan worden tot een reéle

o1

lineaire funktionaal f, op X, zodanig dat

f1(x) < p(x) voor alle xeX.

Definider nu: f(x) = f1(x) - if1(ix) op X.

f is dan een complexe lineaire funktionaal op X, voornamelijk wegens
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f(ix) = f1(ix) - if. (-x) = £ (ix) + ifj(x) =

1 1

= i{f (x) - ifi(ix)} = if(x).

Schrijven we: f(x) = |£(x)] - el¢

dan geldt

It
H
sy
—
(]
i
[}
-
4]
~
A
Lo}
0]
I
[}
©-
bl
i

zodat f ook voldoet aan

|£(x)] < p(x) voor elke xe&X.
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